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福建中學 
中四級 學年考試(2020-2021) 

數學 延伸部分 單元二 
(兩小時) 

 
日期：二零二一年六月二十二日         姓名：____________________ 
時間：上午八時三十分至上午十時三十分              班別：_______  班號：_____ 
 
 
考生須知：  
1. 本試卷分兩部，即甲部和乙部。  
2. 本卷所有題目必須作答。  
3. 答案必須寫在空位上。  
4. 除特別指明外，須詳細列出所有算式。  
5. 除特別指明外，數值答案必須用真確值表示。  
 
 
 
 

參考公式 

sin (A ± B) = sin A cos B ± cos A sin B sin A + sin B = 
2

cos
2

sin2 BABA −+  

cos (A ± B) = cos A cos B   sin A sin B sin A − sin B = 
2

sin
2

cos2 BABA −+  

tan (A ± B) = 
BA
BA

tantan1
tantan



±  cos A + cos B = 
2

cos
2

cos2 BABA −+  

2 sin A cos B = sin (A + B) + sin (A − B) cos A − cos B = −2
2

sin
2

sin BABA −+  

2 cos A cos B = cos (A + B) + cos (A − B)  

2 sin A sin B = cos (A − B) − cos (A + B)  
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甲部 (58 分) 

1. 設 2

7( )
4 3

xf x
x

=
+

。證明
2

2

3(1 ) (1)
7 6 3

h hf h f
h h
−

+ − =
+ +

。由此，從基本原理求 '(1)f 。 

(4 分) 
2. 在 (1 − 4x)n 的展式中，x 的係數與 x2的係數之和是 540，其中 n 是正整數。 

(a) 求 n 的值。 
(b) 求 x3的係數。 

 (4 分) 
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3. 設 3 sinxy e x= 。 

(a) 求 dy
dx

 和 
2

2

d y
dx

。 

(b) 設 k 為一常數。若對所有 x 的實數值，
2

2
22 3 20 0d y dyk y

dx dx
− + = ，求 k 的值。 

(5 分) 
4. 設 h(x) 為一定義在 R+ 上的連續函數，其中 R+ 為正實數集。已知對所有 0x > ， 

21'( ) ( 2 25)h x x x
x

= − + 。 

(a) h(x) 是否遞增函數？試解釋你的答案。 
(b) 把 ( )y h x=  的圖像記為 H。證明 H 只有一個拐點。 

                   (5 分) 
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5. (a) 計算 xx

x

x ee
xe

33

5

0

2sinlim −→ −
。 

 (b) 計算 





 −+

∞→ 2
321lnlim
xx

x
x

。 

                   (6 分) 
6. (a) 證明 2 2sin( )sin( ) cos cosA B A B B A− + = − 。 

  (b) 由此，解方程 sin sin sin sin 0
6 6 3 3

x x x xπ π π π       − + + − + =       
       

，其中0 x≤ < π。 

                   (6 分) 
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7. 對所有 (0,  100)x∈ ，定義 ( ) lnf x x x= 。把 ( )y f x= 的圖像記為 F。 
(a) 證明 F 只有一個極小點。 
(b) 設原點和 F 的極小點分別為 O 和 M。若 F 與 x 軸相交於 N，求 OMN 的面積。 

(6 分) 
 

8. (a) 以數學歸納法，證明對所有正整數 n，
1

( 1)( 4)( 2)(1 )
3

n

r

n n nr r
=

− +
+ − = −∑ 。 

(b) 利用 (a)，計算
666

445

2 1
1 036 301r

r r
=

+ −  
  
  ∑ 。 

          (7 分) 
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9. 下表顯示多項式函數 ( )f x 在 x 的不同區間上的特性。 

 x 5x < −  5x = −  5 2x− < < −  2x = −  2 1x− < <  1x =  1x >  

 ( )f x  ⁄ −54 ⁄ 0 ⁄ 54 ⁄ 

 '( )f x  − 0 + + + 0 − 

 "( )f x  + + + 0 − − − 

 (a) 求 x 的取值範圍使曲線 ( )y f x= 遞增。 

(b) 求 x 的取值範圍使曲線凹向下。 

(c) 求曲線的極大點 / 極小點和拐點。 

(d) 描繪曲線 )(xfy = 。 
(7 分) 

 

10. (a) 利用數學歸納法，證明對於所有正整數 n，sin x∑
=

n

k

kx
1

2sin = sin nx sin (n + 1)x。 

(b) 利用 (a) 部的結果，計算 ∑
=







 −

369

1

2

4
π

5
πsin

k

k
。 

                   (8 分) 
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乙部 (42 分) 

11. 已知函數 3 2( )f x ax bx x= + + ，其中 a 和 b 為常數。圖 1 所示為 '( )y f x= 的略圖。 

 

(a) 求 a 和 b 的值。  

(3 分) 

(b) 求 ( )y f x= 的圖像的 x 截距和 y 截距。  

(2 分) 

(c) 求 ( )y f x= 的圖像的極大點/極小點和拐點。  

(5 分) 

(d) 描繪 ( )y f x= 的圖像。  

(2 分) 

                        

                        

                        

                        

                        

                        

                        

                        

                        

                        

                        

                        

                        

                        

                        

圖 1 
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12. 圖 2 中，PQ 是長 12 km 的筆直海岸線。S 和 F 是分別與 P 和 Q 相距 3 km 的島嶼，其中

PS PQ⊥ 及QF PQ⊥ 。M 和 N 均是 PQ 上的點使得  kmPM x= 及 4 kmNQ = 。 

 
圖 2 

在一個越野比賽中，某隊伍以固定速率 5 km/h 由 S 沿一直線航行至 M，然後以固定速率

12 km/h 沿海岸線踏單車至 N。最後他們以固定速率 300
20 x−

 km/h 由 N 航行至終點 F。

設 T 小時為該隊伍完成比賽所需的時間。 

(a) (i) 試以 x 表示 T。 

(ii) 求 T 的極小值及其對應的距離 SM。 

(6 分) 

(b) 圖 3 中，攝製組於 C 拍攝該隊伍，其中 C 在 SF 上，而 SC 的長度是 (a)(ii) 
所得 SM 的長度的 3 倍。設 RCN∠ = α及 RNC∠ = β，其中 R 是該隊伍踏單車途

中的位置。 

 
圖 3 

(i) 藉着求 sinβ和 cosβ，證明
13tan  km

2 tan 3
RN α

=
α +

。 

(ii) 當 α = 1 弧度時，求 α 的變率 (以弧度/秒為單位)。 
(答案須準確至三位有效數字。) 

 (7 分) 
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13. (a) (i) 若將 θθ cos24sin7 − 表示成 ( )Ar −θsin  的形式，其中 0>r  及 

°<<° 900 A ，求  r  及  A。 

  (ii) 設 14cos48sin14 +−= θθy 。 
   利用(i)的結果，求 y 的極大值及極小值。 

又當 y 取極大值時，求 θ，其中 °<<° 3600 θ 。 
(10 分) 

(b) α 、 β 為兩銳角，且滿足方程 
   01cos5cos6 2 =+− θθ 。 
  試證明 

  2
2

cos
2

cos =
−

+
+ βαβα

， 

  但考生不得解上述方程。 

  [提示: ( )xx cos1
2
1

2
cos2 += 。] 

(7 分) 
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─ 試卷完 ─ 


